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Un certain nombre de diagrammes binaires de cristaux plastiques comportent un fuseau
d’équilibre 2 plusieurs extremums. Un développement de I'enthalpie d’excés est pro-
posé; ses coefficients peuvent étre discutés algébriquement dans le cas de deux enan-
tioméres. A lalumiére de cette discussion sont examinés quelques modeles de solutions
binaires. Enfin des valeurs numériques des coefficients sont proposées pour rendre
compte de plusieurs diagrammes expérimenfaux.

[Some binary diagrams of plastic crystals have an equilibrium spindle with several
extremums. To account for this fact, an expansion of the excess enthalpy is proposed;
its coefficients can be algebraicly discussed in the case of two optical isomers. Some
models of binary solutions are confronted with this discussion. Numerical values for
the coefficients are proposed to account for several experimental diagrams.]

1. INTRODUCTION

L’étude des mélanges de composés globulaires indique que ces subs-
tances possédent une grande miscibilité dans la phase plastique. Parmi
les quelques diagrammes de phase établis pour ces substances, cer-
tains ont un fuseau d’équilibre entre les phases plastique et liquide
qui présente plusieurs extremums. Ainsi il en existe deux pour le
mélange du 2,2 dimethylbutane avec le 2,3 dimethylbutane,! pour
celui du 8 bromocamphre et de la camphoroxime? et trois pour celui
du 2,2 dimethylbutane avec le cyclopentane.®> Un phénomeéne iden-

tPaper presented at the 11th International Liquid Crystal Conference, Berkeley,
CA, 30 June—4 July, 1986.
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FIGURE 1 Diagramme de phase des camphoroximes énantioméres.

tique peut se produire pour la courbe d’équilibre solide-plastique?*
(Figure 1) bien que le discernement soit parfois difficile entre mini-
mum de fuseau et point eutectique.®

Le calcul théorique de ces fuseaux nécessite le choix d’une ex-
pression analytique des potentiels chimiques. Dans cet article, con-
trairement aux démarches habituelles, nous utilisons un développe-
ment de ces potentiels sans faire aucune hypothése sur ses coefficients.
Nous recherchons alors les conditions que doivent remplir ces derniers
pour rendre compte de ’existence de plusieurs extremums. En cor-
rolaire nous montrons que certaines hypothéses actuelles sur ces coef-
ficients ne satisfont pas a ces conditions.
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2, CALCUL THEORIQUE

2.1, Mise en équation

Considérons le cas de deux substances (1 et 2) totalement solubles
dans les phases de haute et basse température. Le fuseau d’équilibre
entre les deux solutions h et b est déterminé par les équations de
Schréder-Van Laar:

x L;f1 1 [T
Tl -+ 5P =12 1
In x? < ,~ T) RT 1 , ( )

L;, T; et nF étant respectivement les enthalpies et températures de
transition de chacun des constituants et leur potentiel chimique d’excgs.

Notre étude se limite a chercher le nombre d’extremums de ces
fuseaux. D’apres le théoréme de Gibbs-Konovalov, pour qu'un fu-
seau d’équilibre entre deux solutions présente un extremum, il faut
et il suffit que les solutions correspondantes deviennent équititres.
Le nombre d’extremums d’un fuseau est donc donné par le nombre
de racines des équations (1) dans lesquelles les titres des deux solu-
tions sont rendues égales, soient:

=x=x 2

Par ailleurs, les potentiels chimiques d’excés pZ sont calculables a
partir de I'enthalpie libre d’excés GE. Il a paru nécessaire de dé-
velopper cette enthalpie au second ordre; toutefois, comme nous le
verrons, la discussion algébrique ne peut étre menée a terme que si
'on se restreint & une expression symétrique en x, et x,, telle que:

GE=ax1x2+%;x§x§ 3)

I1 faut donc chercher le nombre de solutions des équations:

Lyl _11_« , , oB
RIT Tl =7p @ (1= x)(2 - 3x,
R [T Ti] RT (1 —x)+ R2T? x,( x;)( X;)

(4)

i=12; avecx; +x, =1
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En posant x, = (12 + X), et donc x; = (1/2 — X), les équations
précédentes deviennent:

2

a (1 off X?
==\ -3X¢ - 2X3 + — +
RT<2+X> +R2T2[ 3 X

=L, (1 1
R (? - ?;) (50)

En faisant la somme et la différence de ces deux équations, on obtient
le systeme équivalent:

1(1 T
4 _ 2| = - 2
x =33+ 3)x

L, !‘_1 2 _ _ i =

1 T R 1 2 —_
X3—%(E+E>X——M|:(%_%>T "(Lz—Ll)T:l”‘O

(6b)

2.2. Discussion des équations dans le cas de deux énantiomeéres

~

La discussion de ce syst¢me est menée a partir des racines de la
seconde équation (6b). Elles doivent, d’une part, é&tre solutions de
I'équation (6a) et, d’autre part, étre réelles et avoir un sens physique
(c’est-a-dire 0 < x; < 1; T > 0).

Pour que ces racines s’expriment de maniére simple et que la dis-
cussion algébrique soit possible on se limitera au cas de deux énan-
tiomeres (T, = T, = Ty; Ly = L, = L,). L’équation (6b) admet
alors les trois racines suivantes:

—1la solution X, = 0, correspondant & un extremum central, pour
une température T,.
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—1les deux solutions:

1 RT,
XL—iJz-F—Z'E‘ (7)

correspondant & des extremums latéraux, pour une température 7, .
a} Les solutions doivent vérifier la premiére équation (6a) du sys-
teéme, ce qui entraine:
—pour ’extremum central:

R |[2L, 1 RT
— | T2 = 2L, T, | + =+ ===
6B [ T, °© 0 ] 48  12B 0 ®)

d’ou 'on déduit la température T,

Y P _a) _ _oB
L.=5 [(1 4L0> - \/<1 4L0> 4L0RTO] ®)

—pour les extremums latéraux:

R [2L, 1 RT, 1({1 RT,\
— | =" T3} — 2L, T, | + — I e
6043[7"0 2 ‘”] FTIMTT 3<4+zs 0
(10)
ce qui donne:
Ty
S - 1
T R, (1)
4L,B

b) Les valeurs des titres molaires sont réelles et physiquement
acceptables si:

1 ) 1 RT,
2 <5 - —=< 12
0< X3 3 soit 1< 728 0 (12)

Une premiere conséquence est que B doit toujours étre négatif:

B<O (13)
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I1 faut également:

B
T, < -5z (14)

c) Les valeurs des températures 7, et T, sont réelles et physique-
ment acceptables a plusieurs conditions:
1) T, doit étre positif et satisfaire a I'inégalité (14). Compte tenu
de (11), ceci est réalisé pour:
@ B

— >+
4L, RT, 2 (15)

et conduit a exclure les parties hachurées de la Figure 2.
2) T. doit étre réelle. Ceci est réalisé pour:

2
a _ap
1 -
( 4L0> aLoRT,  ° (16)

Cette condition est vérifi€e si la précédente V’est. Par ailleurs, au
moins I'une des deux valeurs de T, données par (9) est toujours
positive.

d) Enfin le fuseau d’équilibre doit étre tout entier en dehors de la
zone de démixtion. Cette condition peut étre étudiée en deux €tapes.

1) Les extremums cherchés doivent étre en dehors de cette zone.
Une condition nécessaire, et qui semble suffisante, c’est que les ex-
tremums latéraux le soient. Par ailleurs, 1'équation de la courbe de
démixtion est donnée par:

PGE T
& _ __R —2a——(1 12X2)  (17)

ax2 1
Z_ xe2
4

soit encore:

R2T? — 2aRT(% - XZ) — ap (— - X2> (1 - 12X2) = 0 (18)

Pour une concentration X; donnée par (7), les température de dé-
mixtion correspondantes sont racines de I'équation:

T2 + gL T - IZ (1 + 3RBTL> =0 (19)
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Pour que la température T, de I'extremum ne soit pas comprise entre
les deux racines, il faut:

R
Tz+§ri—%<1+——3;l~)>o (20)
C’est-a-dire:
TL<1—2%) -I%>o 1)

soit encore, compte tenu de (11):

B(To—%) —aTo(Z—ﬁ;)<0 22)

Pour une valeur fixe de B, cette derni¢re inégalité est vérifiée pour
les valeurs de o comprises entre les zéros du polynome du 1° membre
en a. Sont a exclure les régions en grisé de la Figure 2, ou I'on a
distingué les deux éventualités suivantes:

RT, < 8L,: Figure 2a
RT, > 8L,: Figure 2b

2) 1I faut enfin que les fuseaux d’équilibre ne rencontrent pas le
courbe de démixtion. Or I'équation (18) qui la définit n’a pas toujours
de racines réelles en T pour un titre X donné. En considérant la
somme des racines (réelles ou imaginaires) de ’équation (19), égale
a — oT,/B et en estimant que la température T, des extremums
latéraux doit étre a peine plus petite que la somme et nettement plus
grande que la demi somme, on peut fixer une frontiére approximative
(Figure 2) qui est intermédiaire entre B < a et B < —a/2,

2.3. Conséquences

On peut distinguer sur la Figure 2, la zone ot sont satisfaites simul-
tanément les inégalités (13), (15) et (22). Quand les valeurs de « et
B appartiennent a cette région et sous réserve de la restriction du
paragraphe précédent (2.2. d.2), les fuseaux d’équilibre présentent
trois extremums. On peut dés lors déterminer quels sont les modéles
mathématiques de solutions binaires qui ne peuvent rendre compte
de Pexistence de plusieurs extremums.
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FIGURE 2 Discussion graphique des valeurs de o et B permettant I'existence de
trois extremums. (a) si RT, < 8L, (b) si RT, > 8L,.
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FIGURE 2 (continued)
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Tout d’abord, puisque la valeur B = 0 est a exclure, I'approxi-
mation des solutions réguliéres ot 'enthalpie d’exceés est de la forme:

HE = G = ax,x, (23)

ne peut convenir.

Un modele plus affiné, qui ne se contente pas de cette approxi-
mation, dite approximation zéro, utilise pour I'énergie le dévelop-
pement de Kirkwood.” Elle donne une enthalpie libre de la forme:

2

z RT x3 x3 249

E
GE = zwx; x5, —

w étant une énergie de mélange et z le nombre de proches voisins
de chaque molécule. Avec nos notations, cela conduit a un rapport
a/B = —z. Quel que soit le systeme cristallin, la valeur z (=6) fait
que la quantité (—a/B) dépasse nettement la limite approximative
de 2 mentionnée au paragraphe (2.2. d.2). Ce développement ne
permet donc pas I'existence de plusieurs extremums pour le fuseau
d’équilibre.

Une théorie comme celle de Miinster® qui prend en compte les
phénoménes d’ordre—désordre devrait convenir a des mélanges de
cristaux plastiques. Elle aboutit & une enthalpie libre de la forme:

zw w' zw’ w'
GE = zwx,x, — RT (w + —4-) x2x3 — iRT (w + T) xx, (25)

w étant une énergie de mélange et w' une énergie d’orientation. I
apparait ainsi deux paramétres indépendants w et w' et, comme dans
la forme que nous avons utilisée, cela devrait permettre d’interpréter
I’existence de plusieurs extremums, ainsi que nous le vérifierons sur
un exemple. Cet exemple est traité numériquement, car la discussion
algébrique compléte des équations (4) n’est pas possible avec une
telle expression non symétrique en x, et x,.

Cette restriction 2 une forme symétrique constitue une des limites
de la présente étude. Une autre limite est que la discussion algébrique
n’est réalisable que dans le cas d’énantioméres. En effet, dans le cas
contraire, les températures et enthalpies de transition sont différentes
pour I'un et I'autre corps, et le terme suivant:

L, L
2 _Z)pe - L)T
(Tl T1> (L2 1)
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qui figure dans ’équation (6b), n’est plus nul. Néanmoins les résultats
établis ici restent acceptables quand ce terme est proche de zéro.

Dans tous les cas, le calcul numérique des fuseaux d’équilibre est
possible. Différents diagrammes calculés sont maintenant confrontés
a des diagrammes expérimentaux.

3. COMPARAISON AVEC DES DIAGRAMMES DE PHASE
EXPERIMENTAUX

Avant d’examiner les cas dissymétriques, nous envisageons le cas
d’un mélange d’énantiomeéres.
3.1. Mélanges d’énantiomeéres

Pour optimiser les valeurs de o et B, on notera d’abord que leur
rapport commande la valeur de T, . En effet, de la formule (11) on

déduit:
a 4Lyf1 1
- = —_— 2

B R (To TL> (26)

Pour le mélange d’énantioméres de la camphoroxime, les données

sont:?

Ty, = 385°K; T, = 382°K; L, = 3200 cal/mole

on en déduit:

2= -0,13 @27)

1l reste ensuite a déterminer séparément o et 3 pour obtenir la
meilleure valeur de T, (T, = 383°K)?

Les valeurs a = 314 cal/mole et § = —2400 cal/mole donnent un
extremum central a 383°K et le diagramme de phase calculé (Figure
3) est tout a fait comparable au diagramme expérimental (Figure 1).
L’accord est un peu moins satisfaisant pour les énantiomeéres de cam-
phre (a = 1100 cal/mole; B = —940 cal/mol) et ceux de 'anhydride
camphorique (o = 1920 cal/mole; B = —1740 cal/mol) mais il faut
remarquer que dans ces deux cas, il s’agit, non plus d’un fuseau
d’équilibre plastique—liquide, mais d’un équilibre solide—plas-
tique, pour lequel la solubilité dans la phase solide est encore sujette
a discussion.®
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FIGURE 3 Diagramme de phase théorique des camphoroximes énantioméres.

3.2. Diagrammes dissymétriques

a) Le mélange du cyclobutane et du 2,2 diméthylbutane permet
de bien tester la théorie en dépassant le cadre de deux énantioméres.
Les données sont!%:!!

T, = 182°K; L, = 260 cal/mole; T, = 174°K; L, = 139 cal/mole

On peut faire un calcul indicatif du rapport o/f avec les valeurs
moyennes T, = 178°K et L, = 200 cal/mole. Finalement les valeur
o = 550 cal/mole et B = - 880 cal/mole donnent un assez bon résultat
(Figure 4).
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FIGURE 4 Diagramme de phase du mélange de cyclopentane et de 2,2 dimethyl-
butane. ----- Diagramme expérimental d’aprés?; Diagramme théorique.

b) Le mélange du 2,3 diméthylbutane et du 2,2 diméthylbutane
donne lieu a deux extremums. Bien que les températures et enthalpies
de transition soient trés différentes pour chacun des corps (T, =
145°K; T, = 174°K; L, = 364 cal/mole; L, = 139 cal/mol),*!! il
semblerait, aprés quelques essais numériques, qu’une forme symé-
trique de I’enthalpie d’excés telle que (3) n’autorise qu'un nombre
impair d’extremums. Nous avons donc essayé la forme dissymétrique
de Miinster (25). II est & noter que les effets d’ordre—désordre, pris
en compte par P'auteur, ne concernent que 'un des constituants; on
peut ici faire ’approximation que le 2,2 dimethylbutane (le moins
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FIGURE 5 Diagramme de phase du mélange de 2,3 dimethylbutane et de 2,2 di-
methylbutane. ----- Diagramme expérimental d’aprés'; —— Diagramme théorique.

fusible) est complétement ordonné a basse température. Pour les
valeurs w = 3cal et w' = 390cal, on obtient un diagramme qui n’est
pas trop éloigné du diagramme expérimental (Figure 5).

4. CONCLUSIONS

Le présente €étude constitue un travail préliminaire en ce sens qu’elle
précise les conditions que doit respecter une enthalpie d’excés pour
que le fuseau d’équilibre puisse présenter trois extremums. Une con-
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séquence est qu'un modéle de solution réguliére, méme quelque peu
affiné, ne semble pas suffisant pour représenter certains mélanges de
cristaux plastiques; ce qui n’est peut étre pas surprenant, étant donné
que ces théories ignorent les phénomenes d’ordre—désordre orien-
tationnel caractéristiques de ces substances. 1l reste a4 donner aux
coefficients a et B, que nous avons utilisés, leur signification physique.
Une théorie, comme celle de Miinster, qui les relie 4 des énergies de
mélange et de désorientation, est sans doute une bonne approche,
mais il faut P’étendre au cas ou les deux constituants présentent des
effets d’ordre-désordre.
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