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Un certain nonibre de diagrammes binaires de cristaux plastiques comportent un fuseau 
d'equilibre a plusieurs extremums. Un dkveloppement de I'enthalpie d'excks est pro- 
pose; ses coefficients peuvent etre discutes algebriquement dans le cas de deux enan- 
tiomkres. A la lumikre de cette discussion sont examinks quelques modeles de solutions 
bindires. Enfin des valeurs nurneriques des coefficients sont proposecs pour rendrr 
compte de plusieurs diagrammes expkrimentaux. 

[Some binary diagrams of plastic crystals have an equilibrium spindle with several 
cxtremums. To account for this fact, an expansion of the excess enthalpy is proposed; 
its coelficients can be algebraicly discussed in the case of two optical isomers. Some 
models of binary solutions are confronted with this discussion. Numerical values for 
the coefficients are proposed to account for several experimental diagrams.] 

1. INTRODUCTION 

L'Ctude des melanges de composes globulaires indique que ces subs- 
tances posskdent une grande miscibilite dans la phase plastique. Parmi 
les quelques diagrammes de phase etablis pour ces substances, cer- 
tains ont un fuseau d'equilibre entre les phases plastique et liquide 
qui presente plusieurs extremums. Ainsi il en existe deux pour le 
milange du 2,2 dimethylbutane avec le 2,3 dimethylbutane,' pour 
celui du 8 bromocamphre et de la camphoroxime2 et trois pour celui 
du 2,2 dimethylbutane avec le ~yc lopentane .~  Un phenomene iden- 

tPaper presented at the 11th International Liquid Crystal Conference, Berkeley, 
CA, 30 June-4 July, 1986. 
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FIGURE 1 Diagramme de phase des camphoroximes enantiomckes. 

tique peut se produire pour la courbe d’equilibre s ~ l i d e - p l a s t i q u e ~ ~ ~ ~ ~  
(Figure 1) bien que le discernement soit parfois difficile entre mini- 
mum de fuseau et point eutectique.6 

Le calcul theorique de ces fuseaux nkcessite le choix d’une ex- 
pression analytique des potentiels chimiques. Dans cet article, con- 
trairement aux demarches habituelles, nous utilisons un developpe- 
ment de ces potentiels sans faire aucune hypothkse sur ses coefficients. 
Nous recherchons alors les conditions que doivent remplir ces derniers 
pour rendre compte de l’existence de plusieurs extremums. En cor- 
rolaire nous montrons que certaines hypothkses actuelles sur ces coef- 
ficients ne satisfont pas ces conditions. 
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 

2. CALCUL THEORIQUE 

63 

2.1. Mise en Oquation 

ConsidCrons le cas de deux substances (1  et 2) totalement solubles 
dans les phases de haute et basse tempkrature. Le fuseau d’kquilibre 
entre les deux solutions h et b est dttermine par les Cquations de 
Schroder-Van Laar: 

Li7 Ti et pf Ctant respectivement les enthalpies et temperatures de 
transition de chacun des constituants et leur potentiel chimique d’excks. 

chercher le nombre d’extremums de ces 
fuseaux. D’aprks le thCor&me de Gibbs-Konovalov, pour qu’un fu- 
seau d’equilibre entre deux solutions presente un extremum, il faut 
et il suffit que les solutions correspondantes deviennent iquititres. 
Le nombre d’extremums d’un fuseau est donc donne par le nombre 
de racines des equations (1) dans lesquelles les titres des deux solu- 
tions sont rendues egales, soient: 

Notre etude se limite 

Par ailleurs, les potentiels chimiques d’excks k.i” sont calculables a 
partir de l’enthalpie libre d’excks GE. I1 a paru necessaire de dC- 
velopper cette enthalpie au second ordre; toutefois, comme nous le 
verrons, la discussion algtbrique ne peut Ctre menee a terme que si 
l’on se restreint une expression symetrique en x1 et x Z 7  telle que: 

I1 faut donc chercher le nombre de solutions des Cquations: 

Ll 1 (Y - [ - _ _  ;] - -  - RT (1 - .;)Z + *X, ( l  - x;)(2 - 3xr) 
R2T2 

(4) 
i = 1,2; avec x1 + x2 = 1 
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64 P. CUVELIER AND M. WARENGHEM 

En posant x2 = (1/2 + X ) ,  et donc x1 = (1/2 - X), les Cquations 
precCdentes deviennent: 

2- (A - x)2 + $$ [ -3x4 + 2x3 + - - - + - RT 2 2 2 16 

En faisant la somme et la difference de ces deux Cquations, on obtient 
le systeme equivalent: 

- 0 (6a) [(: + 2) T 2  - (L2 + L,)T - - - - - 1 RT 
6 4  ] 48 12p 

2.2. Discussion des equations dans le cas de deux enantiomeres 

La discussion de ce systkme est menCe a partir des racines de la 
seconde kquation (6b). Elles doivent, d’une part, Ctre solutions de 
l’equation (6a) et, d’autre part, Ctre reelles et avoir un sens physique 
(c’est-&dire 0 < xi  < 1; T > 0). 

Pour que ces racines s’expriment de maniere simple et que la dis- 
cussion algebrique soit possible on se limitera au cas de deux enan- 
tiomeres (T ,  = T2 = To; L,  = L, = Lo).  L’equation (6b) admet 
alors les trois racines suivantes: 

-la solution X, = 0, correspondant a un extremum central, pour 
une temperature T,. 
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 

-1es deux solutions: 

I 

x L = *  - + -  J: 2 

65 

(7) 

correspondant a des extremums lateraux, pour une temperature TL . 
a) Les solutions doivent verifier la premikre equation (6a) du sys- 

tkme, ce qui entraine: 
-pour l’extremum central: 

d’ou l’on deduit la tempkrature T, 

-pour les extremums lateraux: 

ce qui donne: 

TO TL = 
aRTo 

1 -- 

b) Les valeurs des titres molaires sont reelles et physiquement 
acceptables si: 

Une premiere conskquence est que p doit toujours Ctre negatif: 

P < 0  (13) 
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66 P. CUVELIER AND M. WARENGHEM 

I1 faut egalement: 

c) Les valeurs des temperatures TL et T, sont rkelles et physique- 

1) TL doit Ctre positif et satisfaire a I’inegalitC (14). Compte tenu 
ment acceptables plusieurs conditions: 

de ( l l ) ,  ceci est realist5 pour: 

et conduit a exclure les parties hachurkes de la Figure 2. 
2)  T, doit Ctre rCelle. Ceci est realise pour: 

Cette condition est verifiee si la preckdente l’est. Par ailleurs, au 
moins l’une des deux valeurs de T, donnkes par (9) est toujours 
positive. 

d) Enfin le fuseau d’kquilibre doit Ctre tout entier en dehors de la 
zone de dkmixtion. Cette condition peut Ctre Ctudiee en deux etapes. 

1) Les extremums cherchCs doivent &re en dehors de cette zone. 
Une condition necessaire, et qui semble suffisante, c’est que les ex- 
tremums lateraux le soient. Par ailleurs, l’equation de la courbe de 
demixtion est donnee par: 

soit encore: 

Pour une concentration X ,  donnCe par (7), les temperature de dC- 
mixtion correspondantes sont racines de l’equation: 
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 67 

Pour que la temperature TL de l’extremum ne soit pas comprise entre 
les deux racines, il faut: 

c’est- &-dire: 

soit encore, compte tenu de (11): 

Pour une valeur fixe de p, cette derniere inegalite est vkrifiee pour 
les valeurs de a comprises entre les zeros du polynome du 1” membre 
en a. Sont & exclure les regions en grise de la Figure 2, ou I’on a 
distingue les deux eventualites suivantes: 

RT, < 8L,: Figure 2a 

RT, > 8Lo: Figure 2b 

2) I1 faut enfin que les fuseaux d’equilibre ne tencontrent pas le 
courbe de dkmixtion. Or l’kquation (18) qui la d6finit n’a pas toujours 
de racines r e e k s  en T pour un titre X donne. En considetant la 
somme des racines (reelles ou imaginaires) de Yequation (19), egale 
a - OLTL/P et en estimant que la temperature TL des extremums 
lateraux doit Ctre a peine plus petite que la somme et nettement plus 
grande que la demi somme, on peut fixer une frontiere approximative 
(Figure 2) qui est intermediaire entre P < (Y et j3 < -a/2. 

2.3. Consequences 

On peut distinguer sur la Figure 2, la zone ou sont satisfaites simul- 
tanCment les inegalitks (13), (15) et (22). Quand les valeurs de a et 
p appartiennent cette rCgion et sous reserve de la restriction du 
paragraphe precedent (2.2. d.2), les fuseaux d’kquilibre prksentent 
trois extremums. On peut des lors determiner quels sont les modbles 
mathkmatiques de solutions binaires qui ne peuvent rendre compte 
de l’existence de plusieurs extremums. 
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68 P. CUVELIER AND M. WARENGHEM 

FIGURE 2 Discussion graphique des valeurs de a et p permettant l’existence de 
trois extremums. (a) si RT, < 8Lo (b) si RT, > 8L,.  
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 

FIGURE 2 (continued). 
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70 P. CUVELIER AND M. WARENGHEM 

Tout d’abord, puisque la valeur p = 0 est A exclure, I’approxi- 
mation des solutions reguli2res ou l’enthalpie d’excks est de la forme: 

a x1 x2 (23)  H E  = GE = 

ne peut convenir . 
Un modble plus affinC, qui ne se contente pas de cette approxi- 

mation, dite approximation zero, utilise pour l’energie le dkvelop- 
pement de K i r k ~ o o d . ~  Elle donne une enthalpie libre de la forme: 

w etant une Cnergie de melange et z le nombre de proches voisins 
de chaque molCcule. Avec nos notations, cela conduit a un rapport 
a / p  = -2. Quel que soit le systtme cristallin, la valeur z (26)  fait 
que la quantitC ( - sip) dCpasse nettement la limite approximative 
de 2 mentionnee au paragraphe (2.2. d.2). Ce developpement ne 
permet donc pas l’existence de plusieurs extremums pour le fuseau 
d’equilibre. 

Une theorie comme celle de Munsters qui prend en compte les 
phenomknes d’ordre-desordre devrait convenir des melanges de 
cristaux plastiques. Elle aboutit A une enthalpie libre de la forme: 

zw ’ 
RT zw ( y )  4RT 

G E  = zwx1x2 - - w + - xfxz - - (w + $) x:x, (25)  

w etant une energie de melange et w ’  une Cnergie d’orientation. I1 
apparait ainsi deux paramktres independants w et w ’  et, comme dans 
la forme que nous avons utiliske, cela devrait permettre d’interpreter 
l’existence de plusieurs extremums, ainsi que nous le vkrifierons sur 
un exemple. Cet exemple est trait6 numeriquement, car la discussion 
algebrique complkte des kquations (4) n’est pas possible avec une 
telle expression non symetrique en x1 et x2. 

Cette restriction a une forme symetrique constitue une des limites 
de la prCsente Ctude. Une autre limite est que la discussion algebrique 
n’est rkalisable que dans le cas d’enantiomtres. En effet, dans le cas 
contraire, les temperatures et enthalpies de transition sont diffkrentes 
pour I’un et l’autre corps, et le terme suivant: 

(2 - 2) T 2  - (L2 - L,) T 
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 71 

qui figure dans l’equation (6b), n’est plus nul. NCanmoins les resultats 
Ctablis ici restent acceptables quand ce terme est proche de zero. 

Dans tous les cas, le calcul numerique des fuseaux d’kquilibre est 
possible. Differents diagrammes calcules sont maintenant confrontes 
a des diagrammes expkrimentaux. 

3. 
EXPERIMENTAUX 

COMPARAISON AVEC DES DIAGRAMMES DE PHASE 

Avant d’examiner les cas dissymetriques, nous envisageons le cas 
d’un melange d’bnantiomkres. 

3.1. Melanges d’enantiomeres 

Pour optimiser les valeurs de a et p, on notera d’abord que leur 
rapport commande la valeur de T L  . En effet, de la formule (1 1) on 
dkduit: 

Pour le melange d’enantiomkres de la camphoroxime, les donnkes 
sont: 

To = 385°K; TL = 382°K; Lo = 3200 cal/mole 

on en dCduit: 

01 
- = - 0,13 
P 

I1 reste ensuite a determiner separkment a et p pour obtenir la 
meilleure valeur de T, (T,  = 383°K)2 

Les valeurs a = 314 cal/mole et P = -2400 cal/mole donnent un 
extremum central 2 383°K et le diagramme de phase calcule (Figure 
3) est tout a fait comparable au diagramme experimental (Figure 1). 
L’accord est un peu moins satisfaisant pour les Cnantiomkres de cam- 
phre (a = 1100 cal/mole; p = -940 cal/mol) et ceux de l’anhydride 
camphorique (a = 1920 calimole; f3 = - 1740 cal/mol) mais il faut 
remarquer que dans ces deux cas, il s’agit, non plus d’un fuseau 
d’equilibre plastique-liquide, mais d’un Cquilibre solide-plas- 
tique, pour lequel la solubilitk dans la phase solide est encore sujette 
h discussion.6 
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72 P. CUVELIER AND M. WARENGHEM 

11: 

1 O! 
10; 

- + 
FIGURE 3 Diagramme de phase thtorique des camphoroximes tnantiomkres. 

3.2. Diagrammes dissymbtriques 

a) Le mClange du cyclobutane et du 2,2 dimethylbutane permet 
de bien tester la theorie en depassant Ie cadre de deux Cnantiomsres. 
Les donnCes sontloJ1 

TI = 182°K; L1 = 260 cal/mole; T2 = 174°K; L2 = 139 cal/mole 

On peut faire un calcul indicatif du rapport df3 avec les valeurs 
moyennes To = 178°K et Lo = 200 cal/mole. Finalement les valeur 
(Y = 550 cal/mole et f3 = - 880 cal/mole donnent un assez bon resultat 
(Figure 4). 
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 13 

74 

1 2 

FIGURE 4 Diagramme de phase du mClange de cyclopentane et de 2,2 dimethyl- 
butane. ----- Diagramme expkrimental d’apr&s3; __ Diagramme thCorique. 

b) Le melange du 2’3 dimethylbutane et du 2,2 dimethylbutane 
donne lieu a deux extremums. Bien que les temperatures et enthalpies 
de transition soient trks differentes pour chacun des corps (TI = 
145°K; T2 = 174°K; L1 = 364 cal/mole; L2 = 139 cal/mol),’”~l’ il 
semblerait, aprks quelques essais numeriques, qu’une forme syme- 
trique de l’enthalpie d’excks telle que (3) n’autorise qu’un nombre 
impair d’extremums. Nous avons donc essaye la forme dissymetrique 
de Munster (25). I1 est B noter que les effets d’ordre-desordre, pris 
en compte par l’auteur, ne concernent que l’un des constituants; on 
peut ici faire l’approximation que le 2,2 dimethylbutane (le moins 
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14 P. CUVELIER AND M. WARENGHEM 

2 O( 

1‘ 2 

FIGURE 5 Diagramme de phase du mtlange de 2,3 dimethylbutane et de 2,2 di- 
methylbutane. ----- Diagramme expkrimental d’aprW ; ~ Diagramme thtorique. 

fusible) est complktement ordonne B basse temperature. Pour les 
valeurs w = 3cal et w ’  = 390ca1, on obtient un diagramme qui n’est 
pas trop CloignC du diagramme experimental (Figure 5). 

4. CONCLUSIONS 

Le prCsente Ctude constitue un travail prkliminaire en ce sens qu’elle 
precise les conditions que doit respecter une enthalpie d’excks pour 
que le fuseau d’bquilibre puisse presenter trois extremums. Une con- 
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BINARY DIAGRAMS OF PLASTIC CRYSTALS 75 

sequence est qu’un modkle de solution regulibre, mCme quelque peu 
affine, ne semble pas suffisant pour representer certains melanges de 
cristaux plastiques; ce qui n’est peut Ctre pas surprenant, etant donne 
que ces thkories ignorent les phenombnes d’ordre-desordre orien- 
tationnel caractkristiques de ces substances. I1 reste a donner aux 
coefficients a et p, que nous avons utilisks, leur signification physique. 
Une theorie, comme celle de Munster, qui les relie a des energies de 
melange et de desorientation, est sans doute une bonne approche, 
mais il faut l’etendre au cas ou les deux constituants presentent des 
effets d’ordre-dksordre. 
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